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CHAPITRES AU PROGRAMME :

l. Calcul matriciel
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Ill. Opérations élémentaires sur les ensembles
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VIl. Variables aléatoires

VIIl. Fonctions d’une variable réelle

IX. Suites numériques
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1. CALCUL MATRICIEL

1. Produit de matrices

Pour que le produit de 2 matrices existe, il faut donc que le nombre de colonnes de
la matrice « de gauche » soit égal au nombre de lignes de la matrice « de droite ».
Retenez CG=LD (Colonnes Gauche égales Lignes Droite)

Remarque : si dans un produit de matrices, I'une est nulle, alors le produit est nul. En
revanche, le produit de deux matrices peut étre nul sans que I'une des deux soit nul.

2. Produit de matrices carrées
- Ax(BC)=(AB)xC

- AB n’est pas égal a BA en général

- La matrice d’identité |, est neutre pour le produit : I, x A=A x I,
- Ax(B+C)=AB+AC; (A+B)x C=AC+BC.

3. Formule du bindme de Newton

Si n est un entier naturel non nul et si A et B sont des matrices carrées de méme
ordre tel que AB = BA, alors :

(A+B)"=>.Cka'p™*
k=0

4. Inverse d’une matrice carrée

AAT=ATA =,
Si A et B sont des matrices inversibles d’ordre n, alors : (AB)" = B'A™

Soit le systéme linéaire n x n, AX=B, ou la matrice A est une matrice
inversible, alors ce systéme a une solution unique :

X=A'B

- Pour reconnaitre qu’'une matrice est carrée A est inversible, on la transforme
en matrice triangulaire supérieure ou inférieure par la méthode du pivot de
Gauss: A est inversible si et seulement si la diagonale de la matrice
triangulaire ne contient aucun zéro.
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5. Déterminant : définition, calcul et propriétés

Déterminant 2 x 2

. . , a b a b
- Soit la matrice carrée 4 = | det A= =ad —bc
c d c d

- Une propriété importante : si A est une matrice carrée d’ordre 2, det A =0 si et
seulement si les colonnes (ou les lignes) de A sont proportionnelles.

Déterminant n x n (2 méthodes)
- Méthode des cofacteurs

- Triangularisation de matrices en matrice triangulaire supérieure ou inférieure.
On sait alors que le déterminant est égal au produit des éléments diagonaux.

Propriétés des déterminants
- detA=det'A

- Si 'on échange deux lignes (ou deux colonnes) d’'un déterminant, celui-cCi
est transformé en son opposé.

- Si deux lignes ou deux colonnes d’'un déterminant sont identiques alors le
déterminant est nul.

- Soit A une matrice carrée d’ordre n et un réel quelconque :
det (xA) = a"det A

- Si une ligne ou une colonne de A est multipliée para alors le déterminant
est multiplié para.

- Un déterminant est nul si et seulement si ses lignes (ou ses colonnes) sont
liges.
- On ne change pas un déterminant si on ajoute a une de ses colonnes (resp.

a une de ses lignes) une combinaison linéaire des autres colonnes (resp.
des autres lignes.)

- det(AB)=det AxdetB
- det (A™) = (det A)"

- Si A est une matrice carrée d’ordre n, A est inversible si et seulement si det
A est non nul.

- SiAestinversible, det (AA”) = det | = 1. On en déduit : det(4™") = ﬁ
e
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2.

STATISTIQUES

mode : la modalité de la variable qui correspond a I'effectif le plus élevé.

étendue : se définit, pour des variables quantitatives uniguement, comme la
différence entre la plus grande et la plus petite des valeurs de la série.

médiane : valeur de la variable telle que 50% des individus de la série
présentent une modalité inférieure a la médiane et 50% une modalité
supérieure.

moyenne pondérée : Si on mélange deux populations de tailles respectives

Ny et N2, de moyennes respectives xietx., alors la moyenne respective de
'ensemble est :

N, x1+ N, x>
N, +N,

X =

moyenne harmonique : H = Ll | moyenne quadratique : O =

i=1 X;

k —
variance : var(X) = %anxiz ~X" | écarttype: o =./var(X)
i=1

1 k -
covariance : cov(X,Y)=—> x,y, —xy
in1

cov(X,Y)
Jvar(X) var(Y)

coefficient de corrélation linéaire (r) : 7(X,Y) =

Propriétés du coefficient de corrélation linéaire :
o d’aprés l'inégalité de Schwarz, r est compris entre -1 et 1.

o Sir=1:Iune des variables est fonction affine croissante de I'autre variable, et si r = -1
alors l'une des variables est fonction affine décroissante.

o sir=0, XetY sontlinéairement indépendantes.

Droite de régression déduite par la méthode des moindres carrés :

L’équation de la droite de régression de y sur x par la méthode des

) , cov(X;Y) - -
moindres carrés est: y=ax+ b, avec:a=———— et b=y —ax
var(X)
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3. OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES ENSEMBLES

1. Réunion
xe AUB < (xedou xeB)
2. Intersection
L’intersection des deux ensembles A et B est notée 4 N B et est définie par :
xeAnB < (xedet xeB)

3. Complémentaire

Soit A une partie d'un ensemble E. Le complémentaire de A dans E est noté °A
ou 4 et est défini par :

xedo xek et xg A

Le complémentaire de A dans E
xeAmB@(xeAetxeB)
4. Reégles de calcul
Pour toute partie A, Bet Cde Eon a:
o ANA=A4; AnD=0 ; AnE=4
e AUuA=A4; A0 =A4; AVE=F
o AnB=BNnAet AUuB=BUA
e AUu(AnB)=4
e An(AuUB)=4
o AN(BNCO)=(ANnB)nCet AU(BUC)=(AUuB)LUC
e ANnBcAetAnBcB; AcAuBetBc AUBRB

Distribution de l'intersection et de la réunion :
o (AUB)NC=(ANC)u(BN(O)
o (ANB)UC=(AUVC)N(BUC()
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4. CALCUL DE SOMMES

Pourtous ne N et pe N telsque p<n :

I’l! 0 n n—
cr=—" Cl=Cr =1 Cr=crv
n p!(n_p)! n n n n

Formule de Pascal

crlicr, =C’

Formule du binéme
Pour tous réels x et y, et pour tout entier naturel n :

(x+p)" =Y CrxFymt

k=0

Sommes des n premiers entiers, de leurs carrés, de leurs cubes

Zk n(n+l)

Somme des termes d’une suite géométrique
Soit g un nombre réel :

n+l

l+g+q°+..+q" =% sig#1
q

l+g+q¢° +..+q¢" =n+1sig=1

Série classique

+00 .7

X . .
Z—' =€ (et ce, quelque soit x)
n=0 M.
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5. ANALYSE COMBINATOIRE

p-listes : n”
Ex:ilya 10* mots de 4 lettres qui s’écrivent avec les 10 premiéres lettres de 'alphabet. Icin =10 et p = 4)

Arrangements : 47 =

=nx(n-)xn-2)x..x(n—p+1)

(n—p)!
v \ 15! 15! . o , _
x:ilya Als = m = a =15x14x13 = 2730 facons de jouer un tiercé dans I'ordre (arranger =

mettre de I'ordre) dans une course qui comprend 15 partants.

Permutations : n!=nx(n—-1)x..x2x1

Ex : il existe 4 | = 24 anagrammes /permutations du mot CHAT (CHAT, CHTA, CAHT, CATH, ..., TCHA,...)

Combinaisons
AP n!
P —_" —____ " Ex:les combinaisons de tirage de 6 boules parmi 49 au LOTO.
pt pl(n=p)

6. PROBABILITES

- 0<PA)<I
- P(2)=0
- P(A)=1-P(A)

- P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)
- P(AUB)=P(A)+ P(B) si A et B sont disjoints.
- P(ANnB)=P(A)x P(B) siA et B sont indépendants.

Probabilité conditionnelle

P(AN B)

P(A4/B) = B
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Formule des probabilités totales

Soit A4, Az, ..., A, un systéme complet d’événements, alors pour tout événement B,

P(B) =Y P(4)P(B/ 4,)

Formule de Bayes

Soit Ay, Ay, ..., A, un systéeme complet d’événements, alors pour tout événement B,
Vj variant de 1 a n,

P(4;,"B) P(B/A,)P(4))

P(4,/B) = 5

S P(4,)P(B/ 4,)

Propriété fondamentale

Dans le cas d’équiprobabilité des événements élémentaires, si A est un
événement quelconque, on a :

nombre des cas favorables

P(4) = :
nombre des cas possibles

7. VARIABLES ALEATOIRES

Fonction de répartition
- VxeRF,(x)=P(X <x)
- 0<F,(x)<I.

- F,(x)est une fonction croissante.

- lim F,(x)=0
- lim Fy(x)=1

- Pourtousréelsaetb,telsquea<b: Fy(b)—F,(a)=Pla<X <b)
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Variables aléatoires discrétes

On appelle loi de probabilité de la variable discréte X 'ensemble des couples de la
forme (x;; p;) ou i décrit .

On notera qu’étant donné que les événements « X = x;» forment un systéme
complet d’événements, on a :

zpizl'

iel

Espérance : E(X)=) x,P(X =x,)=).x,p,

iel iel

Propriétés de I'espérance mathématique :

- L’espérance mathématique est linéaire. Si X et Y sont deux v.a. et a, b et c
trois nombres réels, alors : E(aX +bY +c)=aE(X)+bE(Y)+c

- Si h est une fonction de R dans R, alors on peut définir I'espérance
mathématique de la v.a. h(X) qui est égale a E[h(X)] = Zh(x,.)pi :

iel
- En particulier, pour une v.a. X dont le carré X* admet une espérance, on a:
E(X*)=3x"p, .

iel

Variance : V(X) = E(X*)-(E(X)) =>.xp, —(in pi]

iel iel

Propriétés de la variance :
- V(X)=0

V(X)=EX)-(EX)) =Y.x"p, —(Z xipi]

iel iel

Engénéral : V(X +Y) =V (X)+V(Y)
V(aX+b) = a® V(X)
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Ecart type : o(X) =V (X) et o(aX)=|alo(X)=|a[yV(X)

Couples de variables aléatoires discréetes

Lorsque les v.a. X et Y sont indépendantes, on a :

o E(XY)=EX)xE(Y)
o V(X+Y)=V(X)+V(Y)

Covariance

Si X et Y sont des v.a. qui admettent une espérance et si la v.a. produit XY admet
elle aussi une espérance, alors : cov(X, ¥) = E(XY) - E(X)E(Y)

Propriétés :

- cov(X,X)=V(X)
- SiXetY sontindépendantes, alors : cov(X,Y)=0
- VX +Y)=V(X)+2cov(X, Y)+V(Y)

- Si X|,X,,..,X, est une famille de n v.a. deux a deux indépendantes,

alors :V(iXij:Zn:V(Xi)

Coefficient de corrélation linéaire

Si X et Y sont des v.a. dont les variances existent alors leur covariance existe
toujours, et I'on définit le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y par :

cov(X,Y)

JV(X)V(Y)

Propriétés :

r est du méme signe que la covariance de X etde Y.
rest un réel compris entre 0 et 1.
Si X et Y sont indépendantes alors r = 0.

Lorsque r = -1 ou 1 alors il existe une relation linéaire entre les variables X et
Y, autrement dit, il existe deux réels aetbtelsque:Y =aX + b.
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LOIS

1. Loi uniforme sur l’intervalle entier [1 ; n]

X(Q) =[l;n]

et

Viell;n], P(X =i) :l

n
n+1
o E(X)=
n’ -1
o V(X)=
(X) B

2. Loi de Bernoulli B(p)

X(Q) ={0;1}
P(X=1)=p
P(X=0)=1-p
o E(X)=p
o V(X)=pq

3. Loi binomiale B(n, p)

X(Q) est1'ensemble des entiers compris entre 1 et
Vie X(Q), P(X =i)=C,p'(1-p)""

o E(X)=mnp

o V(X)=np(-p)
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4. Loi géométrique

X (Q) =N’ (ensemble des entiers naturels strictement positifs)
VieN,P(X=i)=q¢"'p

o E(X)=l
p

o V(X)=-L
p

5. Loi de Poisson de parameétre 4

X (Q) = N (ensemble des entiers naturels)
A i
e A

1

VieN, P(X =i) =

o EX)=41
o V(X)=4

8. FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

Limites

In(1+x) = x

o EnO0,ona:s(1+x)“ -1~ ax pourtout réel
e’ —1l=x

o En1:Inx=x-1

o En Tinfini : si P et Q sont deux polynbmes de degré respectifs n et m,
a,x"

m
b,x

. , P
alors la fonction rationnelle : — =

Tous droits réservés au GROUPE AURLOM. Les textes, les QCM, tests, exercices, corrections de QCM, corrections
de tests, commentaires de QCM, commentaires de tests et toute autre forme de support écrit ou oralL figurant
sur le site www. AURLOM.com sont et demeurent la propriété exclusive du GROUPE AURLOM.



FICHE DE COURS — MATHS — TEST MESSAGE - WWW.AURLOM.COM

Dérivation

Jimd =T _

X0 x—xo

Le réel a est appelé nombre dérivé de fen xget a = f'(x,)

Fonctions logarithmes
o Inl1=0
In(xy)=lnx+Iny

o ln(lj =—Inx
X

o In| X =lnx—-Iny
Y

O

o Inx"=nlnx

o (Inx)= !
X

W)

u(x)

o Si u est dérivable et si u(x) est non nul, alors : (ln] u(x)] )

Fonctions exponentielles

o In(e’)=x

0
o e =1
_ 1
@) eaz—a
e
o eaeb: a+b
b b
o (e")’ =e"
a
o ea_b—e—
)
e
o (e') =e"
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o Siu est dérivable alors : (e”(x) ) = u'(x)e"™

o Pour tout réel x strictement positif : e™* = x

Logarithme de base a

xlna . , . Inx
est la fonction réciproque de y =In, x = —

Poura>0, y=a" =e
Ina

9. SUITES NUMERIQUES
Suite arithmétique de raison r

U, =U,+r (U U,=r)

n+l n+l

U,=U,+(n-p)rou U, représente le premier terme de la suite (U,),.,

Somme des termes d’une suite arithmétique

Soit (U,),, une suite arithmétique de raison r et S, la somme de tous ses termes.
Le terme qui inaugure la somme S est Up, le terme qui cloture la somme S est U, et
la somme S contient n— p + 1 termes.

n u,+U
Onaalors:S =) U, :(n—p+1)x%

i=p

Suite géométrique de raison q
U}’l
Un+1 = qUn g U—:l = q

U,=U,xq""ou U, représente le premier terme de la suite (U,),.,
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Somme des termes d’une suite géométrique

Soit (U, ),., une suite géométrique de raison q et S, la somme de tous ses termes.
Le terme qui inaugure la somme S est Up, et la somme S contient n — p + 1 termes.
On a alors

n qn—p+1 1 . -
'S = ;‘U,. =U, xT (Si q différent de 1)

S:iU,. =(n—-p+D)xU, (Sig=1)

i=p
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